
3.4.1 函数单调性的判定法

3.4.2 函数的极值及其求法

3.4  函数的单调性和极值

3.4.3 最大值与最小值问题



3.4.1 函数单调性的判定法
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如图所示

单调递增

曲线上各点处的切
线斜率是非负的

单调递减

曲线上各点处的切
线斜率是非正的



若设函数

则 在I内单调递增,)0)(( <′ xf (递减) .

证明 不妨设 任取

由拉格朗日中值定理得

0>

故 这说明 在 I 内单调递增.

在开区间I内可导,

证毕

定理 3.4.1

2 1( ) ( )f x f x− 2 1( )( )f x xξ′= −



的单调区间.

解 12186)( 2 +−=′ xxxf )2)(1(6 −−= xx

令 ,0)( =′ xf 得 2,1 == xx

x
)(xf ′
)(xf
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1 )2,1( ),2( ∞+
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故 的单调增区间为 ( , 1],−∞ [2, );+ ∞

的单调减区间为 [1 , 2]. 1
2

xo

y

1 2
不能写成 ( , 1] [2, );−∞ ∪ + ∞

例1 确定函数
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注
(1)单调区间的分界点除驻点外,也可是导数不存在的点. 

例如, 3 2xy =

(2) 如果函数在某驻点两边导数同号, 

则不改变函数的单调性 .

例如,

y

o x

3xy =



讨论函数的单调性可按下列步骤进行:

(1) 确定连续函数 ( )xfy =

( ) ( ) ( ), 0f x f x f x′ ′ ′=用方程 的点及 不存在的点，

区间；将定义域划分成若干子

的定义域;

(2) 求出

(3) 判断 ( )xf ′ 在每个区间内的符号,就可以确定

出函数 ( )xfy = 的单调区间.
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( ) ( )0 0,f x′+ ∞ >在 ， 内

例2 证明 时,成立不等式

证明 令 ,1
2
11)( xxxf +−+=

x
xf

+
−=′
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则

( ) [ ) ( ) ( )，时上单调增加，从而当在因此 00,0 fxfxxf >>+∞

1
221( 1)

2
1 1 11 1 (1 )
2 2! 2

x x xξ
−

+ = + + ⋅ ⋅ ⋅ +−

演示者
演示文稿备注
运行时, 点击按钮“证” 或“证明”, 可显示该不等式的证明过程, 证毕自动返回.



例. .)0(0ln 有几个实根方程讨论 >=+− kk
e
xx

解 k
e
xxxf +−= ln)(令 ).,0(: +∞D

ex
ex

xf ==−=′ 得令 ,011)(

,)(lim −∞=
+→

xf
x 0

−∞=+−=
+∞→+∞→

)ln(lim)(lim
x
k

ex
xxxf

xx

1
,)( 0>= kef

上各有一零点。在 ),(),,0()( +∞eexf

单调减单调增，在在 ),(),0()( +∞eexf

.),(),,0(0)( 上各有一个实根在即方程 +∞= eexf

思考：若去掉条件k>0，结果如何？



4、利用单调性结合零点定理可以研究方程根（函
数的零点）的个数及范围

方法 (1) 先求出连续函数f(x)的单调区间。

(2) 判别每个单调区间的端点的函数值（或极限）
的符号。

(3) 根据零点定理（推广的零点定理）：若两端

点的值（或极限）一正一负，则在此区间内有
唯一零点，其余则无零点。

注： 零点定理的推广

),,()( baCxf ∈设 0)(lim)(lim <⋅
−+ →→

xfxf
bxax

0)(),,( =∈∃ ξξ fba 使得则至少



定理 3.4.2 (第一充分条件)

( )0 0,x x xδ∈ − 时，

( )0 0,x x x δ∈ +而 时，

( ) ,0>′ xf

,)( 0的某邻域内连续在设函数 xxf 且在去心邻域

内有导数．

(1)如果

( ) ,0<′ xf

0xx =( )f x则 在 处取得极大值。

( )0 0,x x xδ∈ − 时，

( )0 0,x x x δ∈ +而 时， ( ) ,0>′ xf

(2)如果 ( ) ,0<′ xf

0xx =( )f x则 在 处取得极小值。
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3.4.2 函数的极值及其求法



( )0
0 ,x U x δ∈ 时， ( ) ,f x′ 的符号保持不变(3)如果

0xx =( )在则 xf 处没有极值。
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求极值的步骤:

);()1( xf ′求导数

( ) ;0)()2( 不存在的点的点和求出方程 xfxf ′=′

,)()3( 右正负号在驻点或不可导点的左检查 xf ′

.)4( 求极值

还是极小值；若异号，判断是极大值



例3求函数 的极值 .

解 1) 求导数 +=′ 3
2

)( xxf 3
1

3
2)1( −⋅− xx 3

5
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3
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x
x−
⋅=

2) 求极值可疑点

令 ,0)( =′ xf 得 ;5
2

1 =x 导数不存在的点： 02 =x

3) 列表判别

x
)(xf ′
)(xf

∞ 0
5
20

+ − +
0 33 20
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−

),0( 5
2)0,(−∞ ),(5

2 ∞+

是极大点，其极大值为

是极小点，其极小值为



定理3.4.3(第二充分条件)

二阶导数,且

则 在点 取极大值 ;

则 在点 取极小值 .

−
+

证: (1) )( 0xf ′′
0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx −

′−′
=

→ 0

)(lim
0 xx

xf
xx −

′
=

→

,0)( 0 知由 <′′ xf 存在 ,0>δ ,0 0 时当 δ<−< xx
时，故当 00 xxx <<−δ ;0)( >′ xf
时，当 δ+<< 00 xxx ,0)( <′ xf

0x 0x δ+−0x δ
+ −

由第一判别法知 .)( 0 取极大值在 xxf
(2)  类似可证 .



例4 求函数 的极值 . 

解 1) 求导数

,)1(6)( 22 −=′ xxxf )15)(1(6)( 22 −−=′′ xxxf

2) 求驻点

令 ,0)( =′ xf 得驻点 1,0,1 321 ==−= xxx
3) 判别

因 ,06)0( >=′′f 故 为极小值 ;

又 ,0)1()1( =′′=−′′ ff 故需用第一判别法判别.

1 x
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例6 (隐函数的极值)设 ,求由方程0>a 033 =−+ axyyx
( )xfy =所确定的函数 在 内的极值点.0>x

解 得并解出求导在隐函数两边对 yx ′,

ax
xayy

dx
dy
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,0=
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令 ,1 2x
a

y =得 32 21, xx
a

=得代入原隐函数方程 (2)
10, (2) ,

2
x x

a
> =因 故由式 中解出隐函数的驻点
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yd
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得求导两边对再在式

(3)
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所以 是 所确定的

隐函数 的极小点
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dx ax
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,0,1, ==
dx
dyt 时当因此 0;1 == yx此时

2

2
d y d dy dt
dx dt dx dx

 = ⋅ 
 又因为 ( )31

4
+

=
t

所以 ( ) 1
3

1
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4
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tx tdx
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= 0>
.0,1 == yx 极小值为是所给函数的极小值点于是

( ) ( ) ( ) ( )2 21 11 , 1 0 .
4 4

x t y t t y f x= + = − > =其中 所确定的 的极值

例7 (参数方程所表示的函数的极值)求由参数方程

解 由于
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3.4.3 最大值与最小值问题

情形1: ( ) [ , ] ( ) [ , ]
.

f x a b f x a b若函数 在 上连续，则 在

上的最大值与最小值存在

若除个别点外处处可导，并且至多只有有限个导数为零

端点、驻点、的点，则最值 不可导点应到 点中去找。

o x

y

o x

y

ba o x

y

a b a b

因此求出区间端点及驻点和不可导点的函数值,比较大
小, 哪个大哪个就是最大值,哪个小哪个就是最小值;



04
1 ≤≤− x

2
50 ≤< x

04
1 <≤− x

2
50 ≤< x

例8 求函数 在闭区间

上的最大值和最小值 .

解 显然 且

,)1292( 23 xxx +−−
,1292 23 xxx +−





=′ )(xf 12186 2 −+− xx
12186 2 +− xx

2,1,0 321 === xxx

故函数在 0=x 取最小值 0;在 1=x 及 2
5
取最大值 5.

,)2)(1(6 −−= xx
,)2)(1(6 −−−= xx



在应用类题型中往往会遇到这种情形.

情形2:

这时如果函数 在区间内部只有一个

在应用问题中,往往根据问题的性质就可以情形3:

判断

内部取得,

,0时x

确有最大值或最小值,而且一定在定义区间

驻点 就可以判定 是最大值或最小值.

( )xf

( )0xf

( ) ,f x当 在 可导且只有一个极间内 值驻点时区

,  .若在此点取极大（小）值 则它也是最大（小）值
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2 2 , ( , )
.

y px M p p=求抛物线 上一点 使之与点

的距离最短

解 ,),( 为抛物线上任意一点设 yx 的距离为与点则点 Myx ),(

( ) ( )22 pypxd −+−=

( ) ( ) ( )2 22, ,f x d x p y p= = − + −为计算方便 可设函数

,22 pxy =其中 ( ) ( ) ( ) ,22 ypypxxf ′−+−=′则

例10

,22 pyy =′因 ( ) ,py f x
y

′ ′=将 代入 的表达式 得

( ) ( ) ( )
2

2 2 2p pf x x p y p x
y y

 
′ = − + − = − 

 



23

( ) ,,0 2pxyxf ==′ 求得令 2 2y px=又

3 2
px =所以 py 3 2=

( )存在所求问题有最短距离且根据问题的实际背景 xf,

,唯一驻点 ( )3
3

, 2 , ,
2
px y p f x= =故当 时 最小

.d即距离 最短

( )
2

2 2 2 py px f x x
y

 
′= = − 

 



小结

2. 连续函数的极值

(1) 极值可疑点 :使导数为0 或不存在的点

(2) 第一充分条件

过 由正变负 为极大值

过 由负变正 为极小值

Ixxf ∈>′ ,0)( 在I 上单调递增

Ixxf ∈<′ ,0)( 在I 上单调递减

1. 可导函数单调性判别

演示者
演示文稿备注
运行时, 点击按钮“定理3”, 或“(4)判别法的推广(Th3)”, 可显示定理3的具体内容.



(3) 第二充分条件

为极大值

为极小值

−
+

最值点应在极值点和边界点上找 ;

应用题可根据问题的实际意义判别 .

3. 连续函数的最值

(1)建立目标函数并确定定义域;
(2)求最值;

最小）值．值即为所求的最大（或

点，则该点的函数若目标函数只有唯一驻
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